Andrzej J. Wojtowicz

Wykład z fizyki ogólnej III

IF UMK, Toruń

semestr zimowy 2008

WYKŁAD 3

1.3.  Układy ogniskujące oparte na załamaniu światła – część I

Do tej pory zajmowaliśmy się własnościami ogniskującymi sferycznych powierzchni odbijających.  Okazuje się, że własności takie posiadają także sferyczne powierzchnie załamujące, rozdzielające dwa przeźroczyste ośrodki o różnych współczynnikach załamania, chociaż w tym przypadku chodzi o ogniskowanie promieni załamanych, a nie odbitych.  Własności ogniskujące takich powierzchni mają bardzo duże znaczenie praktyczne w optycznych układach odwzorowujących; najprostszego przykładu dostarcza zwykła soczewka, która składa się przecież z dwóch sferycznych powierzchni łamiących (wklęsłych lub wypukłych), rozdzielających kolejne ośrodki (najczęściej powietrze, szkło, powietrze).

Własności ogniskujące pojedynczej sferycznej powierzchni granicznej

Przegląd własności odwzorowujących układów zawierających sferyczne powierzchnie łamiące zaczniemy od udowodnienia, że pojedyncza powierzchnia sferyczna o promieniu krzywizny R jest rzeczywiście w stanie skupić wiązkę rozbieżnych promieni; a więc, że może utworzyć obraz.  Rozważając załamanie światła na takiej powierzchni znajdziemy także równanie, opisujące związek pomiędzy promieniem krzywizny i odległościami przedmiotu i obrazu od powierzchni.
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 Rys. 3-1.  Przedmiot (punkt P) znajduje się na osi optycznej w odległości x od pojedynczej powierzchni sferycznej o promieniu krzywizny R i środku O, rozdzielającej dwa ośrodki o współczynnikach załamania n1 i n2.  Obraz (punkt P’) znajduje się w odległości y od powierzchni sferycznej.

Z prawa załamania mamy 
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gdzie α jest kątem padania (utworzonym przez promień padający PA i normalną do powierzchni OA, rys. 3-1), a β kątem załamania (pomiędzy promieniem załamanym AP’ i normalną AO).  W przybliżeniu małych kątów (promienie przyosiowe) 
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Ponieważ α jest kątem zewnętrznym w trójkącie PAO, a ε jest kątem zewnętrznym w trójkącie AOP’


[image: image5.wmf]e

+

g

=

a

 
i 

[image: image6.wmf]d

+

b

=

e






(3)

Stąd i z (1) mamy: 
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W przybliżeniu małych kątów: 
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a także przyjmując (podobnie jak przy wyprowadzeniu równania zwierciadła), że długość odcinka SB jest nieduża w porównaniu do x, y i R (odległości przedmiotu i obrazu od powierzchni, i promienia krzywizny powierzchni) mamy, po podstawieniu do (4) wyrażeń (5), i po uwzględnieniu, że 
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skąd, po uproszczeniu przez h i uporządkowaniu, dostajemy ostatecznie:
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(7)

równanie pojedycznej powierzchni łamiącej.  Warto zwrócić uwagę, że ponieważ wartość y, określona równaniem (7) przy zadanym x i R, nie zależy od h (a więc także od kąta γ), udowodniliśmy przy okazji, że wszystkie promienie wychodzące z P w kierunku powierzchni sferycznej zostaną skupione w punkcie P’; zatem punkt P’ jest obrazem punktu P (mówimy także, że punkty P i P’ są punktami sprzężonymi).
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Rys. 3-2. Własności ogniskowania wypukłej powierzchni sferycznej.  Dyskusja pokazanych przypadków w tekście.  Warto zauważyć, że we wszystkich pokazanych przypadkach zbieżność wiązki po załamaniu na powierzchni rośnie; na rys. 3-2 a) wiązka równoległa transformuje się w wiązkę zbieżną, przypadek b) jest najbardziej chyba oczywisty; wiązka rozbieżna transformuje się w wiązkę zbieżną, c) to transformacja wiązki rozbieżnej w równoległą i w końcu d) to transformacja wiązki silniej rozbieżnej w wiązkę słabiej rozbieżną.

Z równania pojedynczej powierzchni wynika, że suma dwóch wyrazów, pierwszego zależnego od x i drugiego od y, jest stała.  Wynika stąd, że jeśli przybliżamy przedmiot do powierzchni łamiącej to jego obraz musi się od niej oddalać.  Dla 
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 drugi wyraz, 
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 musi być równy zero, zatem 
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  Oznacza to obraz w nieskończoności, czyli wiązkę równoległą po przejściu przez powierzchnię łamiącą.  Taka “specjalna” odległość x nazywa się ogniskową przedmiotową (oznaczamy ją fP) albo pierwszą ogniskową, a punkt S będzie wtedy ogniskiem przedmiotowym (FP), pierwot​nym lub pierwszym.  Przypadek taki pokazany jest na rys. 3-2c).  Niejako “odwrotny” przypadek, kiedy 
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 jest pokazany na rys. 3-2a).  Interesująca sytuacja powstaje, gdy odległość przedmiotu od powierzchni 
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(rys. 3-2d).  Jedyną szansą otrzymania równości w równaniu pojedynczej powierzchni jest wtedy by wyraz 
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 był ujemny (ujemna odległość obrazowa).  Rzeczywiście ma to nawet sens, otrzymujemy bowiem w takiej sytuacji wiązkę rozbieżną, a przedłużenie promieni prowadzi do punktu przecięcia (czyli obrazu pozornego) po lewej czyli przeciwnej stronie układu optycznego (obraz rzeczywisty leży zawsze po prawej stronie układu (o ile przedmiot jest po lewej, a taką właśnie przyjmujemy konwencję) a odległość od powierzchni jest wtedy dodatnia.

Równanie pojedynczej powierzchni można wobec tego zapisać następująco:
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gdzie fP, fO to zdefiniowane wyżej ogniskowe, przedmiotowa i obrazowa.  

Konwencja znaków dla sferycznej powierzchni załamującej

Rozważając szczególne przypadki (patrz rys. 3-2) dla przedmiotu znajdującego się w różnej odległości od sferycznej powierzchni załamującej przy pomocy metody wytyczania promieni, podobnie jak dla zwierciadeł, i stosując jednocześnie równanie (7) dochodzimy do następujących ustaleń do znaków:

1. Odległość przedmiotowa x jest dodatnia dla przedmiotu rzeczywistego a ujemna dla pozornego (sytuacja taka, choć na pierwszy rzut oka dość niedorzeczna, jednak może powstać np. wtedy, gdy rozważamy kilka kolejnych powierzchni; obraz utworzony przez jedną powierzchnię jest wtedy przedmiotem dla następnej powierzchni i może zdarzyć się tak, że wiązka światła “dojdzie” do następnej powierzchni zanim utworzony zostanie obraz rzeczywisty wynikający z załamania na poprzedniej powierzchni).

2. Odległość obrazowa y jest dodatnia dla obrazu rzeczywistego a ujemna dla pozornego (tak jak dla odległości przedmiotowej, z tą różnicą, że rzeczywisty przedmiot jest po stronie lewej, a rzeczywisty obraz po prawej; odwrotnie dla przedmiotu i obrazu pozornego).

3. Obie ogniskowe (przedmiotowa i obrazowa) są dodatnie dla powierzchni skupiających (wypukłych dla 
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 porównaj rys. 3-1), a ujemne dla powierzchni rozpraszających.

4. Promienie krzywizny dla powierzchni wypukłych czyli, dla 
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 skupiających, (wypukłych gdy patrzymy od strony padającej wiązki światła), są dodatnie, a dla powierzchni wklęsłych (rozpraszających) - ujemne.

5. Dodatkowo przyjmujemy, że przedmiot rzeczywisty znajduje się po lewej stronie rysunku, a obraz rzeczywisty po prawej (odwrotnie dla przedmiotu i obrazu pozornego).

Warto zauważyć, że wprowadzenie ujemnych odległości przedmiotowych i obrazowych prowadzi do poszerzenia przestrzeni przedmiotowej i obrazowej na całą przestrzeń po obu stronach powierzchni.

Często wprowadza się dodatkowo pojęcia skolimowania, skolimowania zredukowanego (z uwzględnieniem współczynnika załamania) i mocy optycznej (patrz Meyer - Arendt, str. 43-44).  Skolimowanie zredukowane wiązki przedmiotowej rozbieżnej definiujemy jako 
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 skolimowanie zredukowane wiązki obrazowej zbieżnej definiujemy jako 
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 (a więc będzie ono dodatnie dla wiązki zbieżnej tworzącej obraz rzeczywisty a ujemne dla wiązki rozbieżnej tworzącej obraz pozorny), a moc optyczną powierzchni załamującej (w 1/m, m-1, czyli w dioptriach) 
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  Moc optyczna będzie zatem dodatnia dla powierzchni skupiających, a ujemna dla rozpraszających.  Wymiarem skolimowania, podobnie jak mocy optycznej, będzie 1/m, m-1.  Równanie pojedynczej powierzchni można wtedy zapisać w innej postaci:
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Wzór ten stanowi ilościowe sformułowanie zasady zgodnej z intuicją i naszymi poprzednimi rozważaniami (porównaj rys. 3-2); mianowicie skupiająca powierzchnia (o dodatniej mocy optycznej) zmniejsza rozbieżność (czyli zwiększa skolimowanie) przechodzącej przez nią wiązki promieni świetlnych o charakteryzującą tę powierzchnię moc optyczną P).

Soczewka cienka - równanie szlifierzy soczewek

Rozważymy teraz problem dwóch powierzchni sferycznych oddzielających ośrodki o współczynnikach załamania kolejno n1, n2 i n1 i odległych od siebie o d (rys. 3-3).
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Rys. 3-3.  Dwie sferyczne powierzchnie oddzielające ośrodki o współczynnikach załamania kolejno: n1, n2 i n1, odległe od siebie o d.  Promienie krzywizny powierzchni wynoszą R1 i R2.  Współrzędne przedmiotu i obrazu liczymy względem punktu V1 lub V2.

Niech promień krzywizny pierwszej powierzchni wynosi R1, a drugiej R2.  Przyjmujemy oczywiście, że obraz wytworzony przez pierwszą powierzchnię stanowić będzie przedmiot dla powierzchni drugiej, zatem 
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 gdzie dolny wskaźnik numeruje powierzchnie łamiące, i gdzie wszystkie odległości x1, y1, x2, y2, są liczone względem, odpowiednio, punktu V1 lub V2, tak jak dla pojedynczej powierzchni.  Stosując dwukrotnie równanie pojedynczej powierzchni otrzymamy:
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Podstawiając do drugiego równania związek 
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 i grupując odpowiednie wyrazy otrzymamy:
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Dla cienkiej soczewki 
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 otrzymujemy tzw “równanie szlifierzy soczewek”:
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Wzór ten pokazuje, że moc optyczna dla soczewki cienkiej i dwuwypukłej (
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) jest sumą mocy optycznych dla obu powierzchni (druga powierzchnia jest co prawda wklęsła od strony wiązki padającej, ale wiązka pada od strony ośrodka gęstszego a nie rzadszego jak normalnie, a więc, z uwagi na różnicę współczynników załamania ta powierzchnia ostatecznie również będzie skupiająca).  Z grubsza widać także, nad czym należy się zastanowić w przypadku gdy soczewka jest gruba i nie można pominąć jej grubości d; będziemy pewnie musieli (o ile zdecydujemy, że warto taki przypadek rozważyć) przypisać jakąś moc optyczną warstwie o grubości d i współczynniku załamania n2.  No i oczywiście mamy wyrażenie (to jest pewnie to co potrzebują szlifierze soczewek), które pozwala nam obliczyć moc optyczną każdej soczewki sferycznej, wypukło - wypukłej, wklęsło - wypukłej, wypukło - płaskiej (dla płaskiej powierzchni łamiącej 
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) itd, znak wyrażenia z promieniami krzywizn obu powierzchni będzie decydował o tym, czy soczewka będzie skupiająca czy rozpraszająca (oczywiście o ile 
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Z równania szlifierzy soczewek wynika, że obie ogniskowe, przedmiotowa i obrazowa, będą sobie równe:
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Dla soczewek zbierających f jest dodatnie, np dla soczewki dwuwypukłej, ponieważ R2 jest ujemne, zatem i licznik i mianownik są ujemne i wszystko się zgadza), dla rozpraszających (np dwuwklęsłych) ogniskowa f będzie ujemna.

Równanie soczewkowe Gaussa i Newtona

Podstawiając wyrażenie na ogniskową soczewki do równania szlifierzy soczewek dostajemy słynne równanie soczewkowe Gaussa:
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z którego można wyliczyć gdzie będzie znajdował się obraz w zależności od położenia przedmiotu dla soczewek zbierających (czy skupiających) i rozpraszających.  Np. z równania tego natychmiast wynika, że dla so​czewek rozpraszających (f < 0), dla dowolnego x dodatniego (czyli dla dowolnego przedmiotu rzeczywistego) y musi być ujemne (czyli obraz będzie zawsze pozorny i prosty) itd itp.

Równanie soczewkowe w innej postaci, tzw równanie soczewkowe Newtona, wiąże ze sobą inne wielkości; zamiast odległości przedmiotowej i obrazowej x i y występują w nim odległości od odpowiednich punktów ogniskowych, oznaczone x’ i y’.  Postać taka jest czasem wygodniejsza, np dla grubych soczewek, kiedy łatwiej jest zmierzyć bezpośrednio odległości ognisk, a potem przedmiotu i obrazu, od najbliższych powierzchni zewnętrznych soczewki (metoda taka, przypisywana Newtonowi, jest opisana w książce Meyera - Arendta, str. 67, tamże jest metoda Abbego wyznaczania ogniskowej układu złożonego lub soczewki grubej, wcześniej, na stronie 53, interesujące metody wyznaczania ogniskowej).

Żeby otrzymać równanie soczewkowe w postaci newtonowskiej, podstawmy do równania w postaci gaussowskiej związki pomiędzy odległościami gaussowskimi i newtonowskimi: 
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Otrzymamy wtedy: 
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skąd przez proste przekształcenie mamy: 
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skąd ostatecznie:
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równanie soczewkowe Newtona.

Z równania tego wynika bezpośrednio, że znaki odległości newtonowskich x’ i y’ muszą być jednakowe (obie dodatnie, albo obie ujemne, jednocześnie), a zatem przedmiot i jego obraz muszą znajdować się po przeciwnych stronach odpowiednich punktów ogniskowych.

Konwencja znaków dla soczewek

Konwencja znaków dla soczewek jest podobna do tej dla zwierciadeł i powierzchni łamiących. I tak:

1. Odległość przedmiotowa x jest dodatnia dla przedmiotu rzeczywistego i ujemna dla pozornego (sytuację taką spotykamy w przyrządzie zwanym lunetą Galileusza, albo lunetą ziemską, patrz następny wykład).

2. Odległość obrazowa y jest dodatnia dla obrazu rzeczywistego i ujemna dla pozornego.

3. Ogniskowa soczewki f jest dodatnia dla soczewek zbierających (skupiających) i ujemna dla rozpraszających

Wytyczanie biegu promieni dla soczewki cienkiej

Do znalezienia obrazu przedmiotu można stosować, podobnie jak dla zwierciadła, metodę wytyczania biegu promieni.  W metodzie tej korzystamy z faktu, że każdy punkt w przestrzeni obrazowej powstaje w wyniku zogniskowania wszystkich promieni wychodzących ze sprzężonego punktu w przestrzeni przedmiotowej i trafiających do układu optycznego.
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Rys. 3-4. Wyznaczanie położenia obrazu wytworzonego przez soczewkę cienką przy pomocy wyznaczania biegu promieni równoległego (1), głównego (2) i ogniskowego (3).

Dla ustalenia położenia obrazu wystarczy oczywiś​cie wyznaczenie biegu dwóch dowolnie wybranych pro​mieni z wiązki padającej na układ.  Meyer - Arendt opisuje interesujące metody wytyczania biegu dowolnego promienia, tzw metodę promienia równoległego i metodę promienia nachylonego (pomimo nazw sugerujących coś innego, są to metody umożliwiające wytyczenie dowolnego promienia) korzystające z prostych konstrukcji geometrycznych (Meyer - Arendt, str. 56-63).  Najłatwiej jednak jest szukać obrazu przez wykorzystanie nie dowolnych ale wybranych promieni o specjalnych własnościach umożliwiających ich szybkie wytyczenie (podobnie jak dla zwierciadeł).  Technikę tę zapoczątkował swoimi pracami Robert Smith w 1738 roku.

Trzy promienie, których bieg w układzie optycznym można łatwo wytyczyć to:

· promień główny, jest to nieodchylony promień przechodzący przez środek krzywizny (dla pojedynczej powierzchni) lub środek soczewki,

· promień równoległy, jest to promień równoległy do osi optycznej, po załamaniu przechodzi on przez ognisko obrazowe,

· promień ogniskowy, jest to promień przechodzący przez ognisko przedmiotowe, po załamaniu promień ten porusza się po torze równoległym do osi optycznej.

Wytyczenie biegu każdych dwóch spośród trzech wyliczonych wyżej promieni do punktu ich przecięia (w przypadku obrazu pozornego należy przedłużyć promienie “wstecz”), wystarcza do znalezienia obrazu dowolnego punktu; zatem po uwzględnieniu dostatecznej liczby punktów, także dowolnego trójwymiarowego przedmiotu.  Na rys. 3-4 obraz P2 punktu S2 stanowiącego “czubek” strzałki S1S2 utworzony przez soczewkę cienką o ogniskowej f, ogniskach FP i FO, został wyznaczony jako punkt przecięcia trzech wybranych promieni: równoległego (1), głównego (2) i ogniskowego (3).  Obrazem punktu S1 jest punkt P1.  W ten sposób łatwo znajdujemy rzeczywisty obraz P1P2 przedmiotu S1S2, którym jest strzałka.  Obraz jest rzeczywisty, odwrócony i pomniejszony, co wynika z faktu, że odległość x jest większa od 2f (z równania soczewkowego można wówczas pokazać, że f ( x (2f) a o powiększeniu za chwilę dokładniej.

Powiększenie poprzeczne i podłużne obrazu utworzonego przez soczewkę cienką

Powiększenie poprzeczne mT obrazu definiujemy w sposób następujący:
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(16)

 co wynika z porównania trójkątów S1S2O i P1P2O a także jest zgodne z ogólnie przyjętą konwencją, że odległości powyżej osi optycznej liczymy jako dodatnie, a poniżej jako ujemne.  Tak więc dla obrazu rzeczywistego mT będzie zawsze ujemne (y i x dodatnie) a wartość bezwzględna może być zarówno większa jak mniejsza od 1.  Porównując trójkąty S1S2FP i OBFP a także P1P2FO i AOFO mamy:
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gdzie y’ =P1FO  i  x’ = S1FP są odległościami obrazu i przedmiotu od odpowiednich ognisk (są to odległości newtonowskie, które wprowadziliśmy poprzednio).

Powiększenie podłużne obrazu mL definiujemy jako: 
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Ponieważ 
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 (równanie Newtona) więc łatwiej chyba wykorzystać drugą z powyższych, całkowicie zresztą równoważnych definicji.  Różniczkując otrzymujemy:
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Oznacza to, że po pierwsze, “ubytkom” x towarzyszą “przyrosty” y (strzałka skierowana do soczewki zostanie odwzorowana w strzałkę skierowaną od soczewki), a po drugie, że oba powiększenia są różne; można więc oczekiwać dystorsji obrazu, szczególnie wtedy, gdy oczekujemy dużych powiększeń lub pomniejszeń (jeśli mT ( 1 to także mL ( 1).

Podsumowanie

1. Pojedyncze powierzchnie sferyczne rozdzialające dwa ośrodki o różnych współczynnikach załamania mogą mieć własności skupiające (powierzchnia wypukła dla 
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), lub rozpraszające (powierzchnia wklęsła dla 
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2. Równanie pojedynczej powierzchni sferycznej ma postać : 
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, gdzie n1, n2 to współczynniki załamania ośrodków 1 i 2, x i y to odległości przedmiotowa i obrazowa, a R to promień krzywizny (promień krzywizny jest dodatni dla powierzchni wypukłej, ujemny dla wklęsłej).

3. Stosując dwukrotnie równanie pojedynczej powierzchni sferycznej otrzymujemy równanie soczewkowe Gaussa; dla soczewki cienkiej przyjmuje ono postać: 
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 gdzie f to ogniskowa soczewki: 
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.  Ogniskowa jest dodatnia dla soczewek skupiających (“grubszych” w środku niż na krawędzi), a ujemna dla rozpraszających (“cieńszych” w środku niż na krawędzi).  Powiększenie poprzeczne soczewki 
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4. Do wytyczenia biegu promieni wykorzystujemy najczęściej trzy promienie, główny, równoległy i ogniskowy.  Prowadzimy te promienie od punktu reprezentującego przedmiot w stronę soczewki i dalej do punktu przecięcia (obraz rzeczywisty).  Jeśli za soczewką promienie te są rozbieżne, przedłużamy je “wstecz” aż do punktu przecięcia (obraz pozorny).

5. Soczewki skupiające mogą, zależnie od odległości przedmiotowej, wytwarzać obrazy rzeczywiste i pozorne, soczewki rozpraszające wytwarzają tylko obrazy pozorne (niezależnie od położenia przedmiotu, chyba, że przedmiot jest pozorny i położony dostatecznie blisko soczewki).

Problemy do dyskusji

1. Udowodnij, że płaska powierzchnia łamiąca rozdzielająca dwa ośrodki o różnych współczynnikach załamania jest, podobnie jak powierzchnia sferyczna, układem odwzorowującym.  Zastosuj metodę wytyczania promieni i pokaż, że obraz punktowego źródła światła utworzony przez płaską powierzchnię łamiącą jest obrazem pozornym.

2. Wyprowadź równanie wiążące ze sobą odległości przedmiotową i obrazową dla płaskiej powierzchni łamiącej.  Porównaj otrzymane równanie z równaniem dla pojedynczej sferycznej powierzchni łamiącej.  Uzasadnij różnice i podobieństwa.  Czy płaska powierzchnia łamiąca jest w stanie utworzyć obraz rzeczywisty?  Uzasadnij.

3. Przeanalizuj obrazy przedmiotu umieszczonego w różnych odległościach od soczewki skupiającej o zadanej ogniskowej (
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.  Zastosuj metodę wytyczania biegu promieni.  Porównaj wynik z przewidywaniami opartymi na równaniu soczewkowym Gaussa.  Dla jakich odległości x przedmiotu od soczewki obraz jest pozorny?  Dla jakich rzeczywisty pomniejszony?  Rzeczywisty powiększony?  Kiedy powiększenie obrazu będzie równe 1?

4. Przedstaw rozwiązanie równania soczewkowego Gaussa dla soczewki skupiającej graficznie, traktując odległość przedmiotu jako zmienną niezależną (oś X), a odległość przedmiotu jako zmienną zależną (oś Y).  Wskaż obszary odpowiadające obrazom pozornym i obrazom rzeczywistym.  Wskaż obszary odpowiadające powiększeniu poprzecznemu mT mniejszemu i większemu od 1.  Uzasadnij wniosek, że obraz pozorny wytworzony przez soczewkę skupiającą jest zawsze powiększony. 

5. Przedstaw rozwiązanie równania soczewkowego Gaussa dla soczewki rozpraszającej graficznie, traktując odległość przedmiotu jako zmienną niezależną (oś X), a odległość przedmiotu jako zmienną zależną (os Y).  Pokaż, że jedynym rozwiązaniem dla dowolnych dodatnich odległości przedmiotowych jest ujemna odległość obrazowa (obraz pozorny).  Jakie będzie powiększenie?  Uzasadnij, że obraz pozorny przedmiotu rzeczywistego wytworzony przez soczewkę rozpraszającą jest zawsze prosty i pomniejszony.  (Dla przedmiotów pozornych, w tzw lunecie Galileusza, okular, który jest soczewką rozpraszającą, tworzy obraz pozorny i powiększony, patrz następny wykład).
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